(gradU)q
(gradU),
(gradU)g

(allgemein)

ove, +o,Ue, +0,U¢,
o,Ué, +1/pd,Ue,+0,U¢,
0,.Ue, +1/r619Uel9 (1/7“51n19)8¢Ue
(1/|857_"|)85Ue€ (1/l0,mMo,Ue, + (1/]0,)0.Uée,

mit allgemein sind allgemein orthonormierte Koordinaten gemeint.

DEFINITION 1.1: Vektorgradient:

((@ grad)V)C
(@ grad )V

FEinige Zusammenhéange:

gradp(U) = (d(p/dU) grad U
grad (V, - V) = (V; grad )V, + (V, grad )V, +V; x rotVy + Vj x rot V)
grad(F-¢) = ¢ mit ¢ = const
gradU(r) = u'(r)r/r
2 Divergenz

(div Xf)c = 0,V, +90,V, +0,V,

(divV), = (1/p)0,(pV,) + (1/p)9,V, + 0.V,

(divV), = (1/72)0,(r*V,.) + (1/rsin9)d,y (sin 9Vy) + (1/rsin )9, V,

(allgemein) = (1/D)0(10,7 10,71 Ve) + 6,067 1071 V,) + 0, (107 10,7 V)

(1/2)(rot (V x @) + grad (a-

(@- gradV,)e, + (@ gradV,)e, + (@- gradV))e,

+
‘—/’

mit D der Funktionaldeterminante d(z,y, z)/9(&, n, ¢).

Einige Zusammenhéange:

)
div(V, xV,)) = V,- rotV, =V, - rotV,
div (p(r)r) = 3ip(r) + ¢ (r)
3 Rotation
(rot V), = 0,V. — aV)e+(av 9,V,)e, + (0,V, — 9,V,)e,
(ot V), ((1/p)3,V, = 0.V, )é, + (9.V, — )5 (1/p)(9,(pV,,) — B,V )€,
— - 1
(1ot V) = {0, (5in0V,) = ,Vy}&, + {0,V = ~0,(V, )}, + +{0,(rV;) -
Einige Zusammenhéange:
rot (UV) = UrotV + gradU x V
rot (V, x V,) = (V, grad)V, — (V, grad )V, + V, divV, — V, div V,
ix(bxd = (@e)b — (@)@
4 Laplace
(AU)q QU + 05U + 02U
(av), = (/A0 (090) + (1/5)320 + 02U
_ 1 2 277
(AD) g = 2 —0,.(r°0,U) + g (979(811119(919 )+ 20('9@
; 1 D D

Udiv‘7+‘7gradU

)+adivV —Vdivi—ax rotV —V x rota)

819‘/7“}6_;0



5 Potential

Notwendige und hinreichende Vorraussetzung fiir die Existenz eines Potentials U zu einem Vektorfeld V ist:

rot V=0
Sei divV =: ¢(7) dann folgt:

1% = — grad U mit

U = - f;o VdZ oder

AU = —q(7) Poissonsche Differentialgleichung

1 q(™)
U = — dv (™
= U 47r/V|FfF*| )

Wobei bei der letzten Integration V und dV ein 3dim Volument bzw. ein Volumenelement bedeuten. U ist
bis auf eine Konstante U = U + U,, eindeutig bestimmt.

6 Vektorpotential

Notwendige und hinreichende Vorraussetzung fiir die Existenz eines Vektorpotentials A zu einem Vektorfeld V

ist:
divV =0
Sei rotV = @(7) dann folgt div = 0 und:
Vo= rot g(f’)
A7) = [ u{V(F(u)) x t}du mit
Gu) = go+tumit f=7—7,

Mit dem Ansatz divA =0 gelangt man zu
rot rot A = grad divA— AAd=—-AA=1

=AA=

Dies entspricht formal der PoissoNnschen Differentialgleichung, weswegen A als Vektorpotential bezeichnet
wird.
- 1 w(r)
A7) = —

dV ()

A ist bis auf ein Eichpotential A=A+ grad x eindeutig bestimmt.



7 Differentialgleichungen der mathematischen Physik

Die hier besprochenen Dgln sind von der Form:

TV =a¥ bzw. TV =a¥ mit

TV = AV -VV¥

Gleichungen diesen Typs sind u.a. die Wellengleichung, die Warmeleitungsgleichung, die Klein-Gordon-
Gleichung und die Schrodinger-Gleichung. Das Problem wird folgendermafien gelost. Durch Separations-
ansatze werden spezielle Produktlosungen gefunden. Anschliefend werden durch Reihenbildung weitere
Losungen angegeben, und es wird gezeigt, dafl sich alle Losungen als solche Reihen darstellen lassen (En-
twicklungsproblem). Damit ist das Problem vollstédndig gelost.

Als erstes wird die Zeit absepariert, so dal man zu einer zeitunabhéngigen Gleichung gelangt. Ansatz:

U(7,t) = ¢(r) - at)
T(a) = ad,(Ya) < o(TY) =aia <
Ty

Ty _ &
v N “a
oder ﬁ = ag
P B «

Da % und o Funktionen verschiedener unabhéngiger Variablen sind ist diese Bedingung nur zu erfiillen, falls
linke und rechte Seite konstant sind. Hierbei fithrt man einen Separationsparameter —FE ein. Dabei bleibt
die zeitunabhangige Gleichung zuerst ungelost, als

TY+EYp=0
stehen, aber flir die Zeitgleichung kann die Losung angegeben werden:

alt) =¢ etV E/at 4 Cqy e~ WE/at buw fir E=0

at) = ce =B/t by,
= + eyt
Der Nachste Schritt ist die Separation der zeitunabhéangigen Dgl in einer dem Problem angepafiten Geometrie.

1. Zylinderkoordinaten
Falls das Potential V' unabhéngig von der z-Koordinate ist wird der selbe Ansatz wie bei der Zeitseparation
verwendet:

Uy, 2) =d(z,y)alz) = alz)=ce ™
Apt+ (E=V(w,y)) =0
Hierbei bedeutet A , Laplaceoperator in ebenen Polarkoordinaten, und E= (E+k).

2. Ebene Polarkoordinaten
Ist nun das Potential V(z,y) = V(p), so geht man auf Polarkoordinaten iiber:

(1/p)3,(pd, 1) + (1/p*)0,¢ + (E = V(p)) =0
Mit dem Separationsansatz ¢ (p, ) = f(p)Y (¢) erhélt man mit dem Separationsparameter A:
Y(e) =¢ eVt 4 Co e~V byw. fiir A =0
=c; + ot

Da Y (¢) in den meisten fillen 27-periodisch sein muf§ (wenn die Losung auf Kreisringen existieren soll!),
ergibt sich als Nebenbedingung

A=n? fir n € N,

Also muBl nur noch die radiale Gleichung gelost werden:

"+ @/p)f +(E-V = (/p*)f=0 mit \=n’



Fiir V = 0 und E > 0 kann diese Dgl durch die Substitution » = v/Ep in die ganzzahlige BESSELSCHE
Dgl tibergefiihrt werden:

'+ @) f + 1= (n/r))f =0
Die Losungen dieser Dgl heiflen Zylinderfunktionen.
3. Kugelkoordinaten

AY+(E-V(r)p=0

Ansatz:
¥ = f(r)Y(p,9)
Mit dem Separationsparameter A ergeben sich die beiden Dgln fiir f und Y:
(2 f) + (r*(E=V(r) =N f =0
und
AgY + XY =04 ((1/sin®9)d7 + (1/sin )y sind99,)Y +AY =0
Weitere Separation mit dem Ansatz Y (¢, ) = ¢(¢)0(9) liefert mit dem Separationsparameter
¢ +pp =0 sind(sinvd’) + (Asin?9 — p)f =0

Mit dem gleichen Argument wie oben, weil ¢ 27-periodisch sein muf}, folgt wiederum:

p=m? mit me N,
Die #-Gleichung interessiert nur fir 0 < ¢ < «w und geht durch £ = cos® in das Intervall —1 < £ < 1 iiber.

(1= &u" = 26u" + (A= (m*/1 = €))u=0

mit (&) = 6(9) heiflt (allgemeine) LEGENDRE Dgl. Wie sich spéter zeigen wird muB A =1(l+1) und I > m
da Y auch an den Polen zweimal stetig differenzierbar sein mufl. Die Spezialisierung auf m = 0 heif}t
(spezielle) LEGENDRE Dgl:

(1—” =260/ + 11+ 1)u=0 mit [>0
Die radiale Gleichung lautet dann:
) + (P (E=V(r) =1 +1)f =0
oder
@+ (E-V—11+1)/r2)f=0

Mit den Transformationen p = v/Er (damit gilt £ = 1) und w = Vpf geht der Spezialfall V' = 0 in die
halbzahlige BESSEL’sche Dgl iiber:

w” +(1/p)w’ + (1= (1 +1/2)/p)*)w =0

8 Losung der Legendre Dgl
Mittels Potenzreihenansatz erhélt man die Rekursionsformel:
nn+1)—A
2 = G Dyt 2) ™



Damit diese Reihe abbricht und somit auch fiir » — oo eine Losung darstellt, mufl A = [(I 4+ 1) mit [ > 0
gelten. Die Losungen heiflen Legendrepolynome und haben die Gestallt:

Pi(2) = ug + ugz? + .. Fugp 2 falls =2k
Py(2) = upz + ugz® + o A gy 22 falls 1=2k+1

Fir | € Ny und die Normierungsbedingung P(1) = 1 sind die Legendrepolynome durch die Rekursionsformel
eindeutig bestimmt.

P, =1 P = =z
P, = (1/2)(322-1) Py = (1/2)(523 — 32)
P, = (1/8)(35z% — 3022 + 3) Py, = (1/8)(632° — 702 4 15z)
Korollar: Die Eigenwertaufgabe fir m = 0 (ndmlich: Fir welche X (“Figenwerte”) gibt es nichitriviale

Losungen (“Eigenfunktionen”) der Gleichung (1 — 2?)w” — 2zw’ + Aw = 0 auf dem Intervall | — 1;1],
welche an den Intervallenden Grenzwerte besitzen?) hat die folgende Lésung: Eigenwerte sind genau die
Zahlen A =1(1+1) firl > 0 ganz, und das Legendrepolynom P,(z) ist bis auf einen konstanten Faktor die
einzige Eigenfunktion zum Eigenwert (1 4+ 1).
Die Formel von RODRIGUEZ bietet eine einfache Darstellung der Legendrepolynome:
1 d o,

_ !
) (2) = W@(Z -1)

Es gilt:

| @@ = b

-1

Einschub: Orthogonalpolynome < f,g > := [, f(z)g(z)r(z)dz
Intervall ~ Gewichtsfunktion r(z) Orthogonalpolynome
[—1;1] 1 Legendre-Polynome
[0; 0] e
] — 00; 0] e Hermite-Polynome
1—1;1] 1/vV1 — a2 Tschebyscheff-Polynome
Fiir quadratintegrierbare Funktionen < f, f >, gilt jeweils:

Laguerre-Polynome

oo
F=><fpn>.p,
n=0

Zugeordnete Legendrepolynome:
P"(z) = (1= 2" f(2)
mit einem Polynom f(z) dessen Koeffizienten die Rekursionsformel:

(m4+n)m+n+1)—1(1+1)
= N, N,
Upto D +2) Up, N E Ny, MmE N,

erfiillen, oder
P(z) = (1= 2P ()
wobei die rechte Seite die m-te Ableitung bedeutet.



[1 B (x) B (z)de = (1/1+ %) 8 i :;: 0<m<l

1
/le(x)P,T(x)dxzo fir 1#k 0<m,n<lI
1

1
1
/ —— P (@)P'(z)dz =0 fiir m#n

1171'2

Man kann P/ auch fiir negatives m definieren durch

. 22 m/2 Jl+m
) = S
P = (1) IR

9 Kugelflachenfunktionen

Y(p,¥) = Pl‘ml(cosﬁ)eimw, |m| <1

normiert auf ||Y|| = 1:
T 27
<tg>=[ ggar= [ [ fe.0)g (. 0)sinvdedo
52 o Jo
Wl = V<7T>

1B/ (cos )| = \/ )

éiflm — (71)m ll‘;;/2 E;_}_leiiplm(cosﬂ)eim«p

}/l—’rn = (71)m}/lm*

fuir 0 <m <l

<Y Y >=6,,,0lk

Um Formeln zu vereinfachen definiere P/ auch fiir negatives m wie oben.

- i 120-m) .
Y™ = (1) 27r/ El+m§!Pl (cos)e™?, —l<m <l

Entwickelbarkeit einer Funktion auf S2:

00 l
f:Z Z <f’Y2m>52Y2m

=0 m=—1

im quadratischen Mittel. Ist f zweimal stetig differenzierbar, so ist Konvergenz absolut und gleichmafig.
Korollar: Die Eigenwerte der “Kugelflichenfunktionsaufgabe” A oY + AY = 0 sind genau die Zahlen X\ =
I(l+1),l >0 ganz. Zu jedem anderen \ gibt es nur die triviale Kugelflachenfunktion Y = 0.

10 Raumliche Kugelfunktionen

Auf die Rdumlichen Kugelfunktionen st6f3t man, wenn man im Separationsansatz fiir Kugelkoordinaten F =
V = 0 setzt und die radiale Gleichung 16st. Die Losungen heiflen dann Kugelfunktionen.



Unter einer raumlichen Kugelfuntkion versteht man:

Sei I > 0 ganz. Sind Y} und Y_ ;) irgendwelche Kugelflichenfunktionen vom Grade [, so heilen die
Funktionen Y;r! und Y_, _H)r_(H‘l) raumliche Kugelfunktionen vom Grade ! bzw. —(I + 1). Raumliche
Kugelfunktionen sind wie der Separationsansatz zeigt, stets harmonisch fir r # 0.

SaTz 10.1: Der Limes einer lokal glm. konvergenten Folge oder Reihe von harmonischen Funktionen
ist selbst wieder harmonisch:
o0
> v

n=—oo

SaTz 10.2: Ist 0 < 7y < ry, und sind f; und f, zweimal stetig differenzierbare Funktionen auf den
Sphéren vom Radius r; bzw. r,, so gibt es genau eine “Laurantreihe”

oo
n
Z Y, r
n=—oo

von raumlichen Kugelfunktionen die auf der abgeschlossenen Kugelschale r; < r < r, gleichmafig
konvergiert, so daf die Grenzfunktion ¢ auf dem Rande mit f,, f,, iibereinstimmt.

Korollar: Jede in einer Kugelschale p; < r < p, harmonische Funktion lifit sich eindeutig in eine lokal
gleichmdj$ig konvergente “Laurentreihe”

i Yy, r"

n=—oo

von raumlichen Kugelfunktionen entwickeln.
Erzeugende Funktion:
1
= > P (cos9)rm, r<l1
1—2r(1zosz9—|—r2 2Zen=o I )

V1 727"(1‘,osz9+r2
V1—282+4 22

11 Zylinderfunktionen

= Y P (cos)r=(mtDp >

= Yoo P9z, 2l <1

"+ (12w + (1 - (v/2)*)w =0

o T |
I(z) := “ty=1qt D(z) = K nw
(2) / o Pe) = i e e

Z/22k
k'F V+k+1)

Fiir ganzzahliges n € Z gilt: J_, (2) = (=1)"J, (), d.h. J_,, ist linear abhéngig von J,_(z). Ansonsten
bilden J_,, J,, ein Fundamentalsystem der Besselschen Dgl.

1
N = J —J
J(2) = ——(J, () cosvm = J_,(2)
heift Neumannfunktion. Besselfunktion und Neumannfunktion bilden stets ein Fundamentalsystem.
g = J +iN,
a? = J —iN,

sind die beiden Hankelfunktionen, die ebenfalls ein Fundamentalsystem der Besseldifferntialgleichung sind.



Entwicklung der 2dim ebenen Welle nach Polarkoordinaten:

e(2/2(C-1/¢)  _ S T, (2)¢ z€C,CeC,(#0
eiy — eir sin ¢ — Z;:O:—oo ‘]n (r)einap
cos(rsing) = 2307 Jou(r)sin[(2k + 1)¢]
J,(r) = & [T ellrsint=nt)qp = L [Teos(rsint — nt)dt, nez

Entwicklung der 3dim ebenen Welle nach Kugelfunktionen:
A+ =0

im Raum fiithrt zur halbzahligen Besselschen Dgl. J; /20 J_(141/2) bilden ein Fundamentalsystem. Aber dies
sind noch nicht die gesuchten radialen Losungen, erst nach der Riicktransformation f = (1/4/r)w erhalten
wir die radialen Losungen:

1 1
f(r) = al:7$']b+1/2(r)‘+’bl:7§‘]—(b+1/2)(r)

zum Eigenwert A = (I + 1).

DEFINITION : Sphérische Besselfunktion

Jn(r) == \/§Jn+1/2’ ne’z
= (1/r)cos(r — (n+ 1)7/2) + O(r=2)

Lésungsbasis: jiy, j_ ;11 fur [ > 0.
Erfiillt ¢ in einer Kugelschale r; < r < r, die Gleichung

AYp+¢9=0
so gilt
Yo, ¥) = > 3,1V, (e, 0)
mit )

l
Yi(e,9) = > a"Y"(e,9)

m=—1
l
Y:a+n@%§): }: oY (0, 9)

m=—1

mit eindeutig bestimmten Kugelflichenfunktionen Y,, vom Grad n. j,,(r)Y,, (¢, ?) ist fir n € N, eine (auch am
Nullpunkt) beliebig oft differenzierbare Funktion, wéhren fiir n < 0, falls nicht Y, = 0, nicht einmal in einer
Umgebung von Null beschréankt sein kann. Diese Entwicklung ist eine Entwicklung nach Kugelfunktionen,
da j,(r) = r"h,(r?), wobei h,(z) eine gewisse iiberall konvergente Potenzreihe mit h,(0) # 0 bezeichnet,

und somit
oo oo

b= 50, = > h,(*)"Y,

n=—oo n=—oo



Hieraus kann man erkennen, daf} es sich tatsdchlich um eine Entwicklung nach Kugelfunktionen handelt.

eircosﬁ _ Z(Ql + 1)Zl]l(T)Pl (COSﬂ)
=0
1ot
i) =57 [ ereneas

mittels sukzessiver partieller Integration erhalt man fiir [ > 0:
1

Z ((+m)!  sin(r— (I —m)7/2)

ml2m(l —m)! rmtl

g(r) =

. sinr
Jo(r) = ,

. cosr sinr

J1 (7’) = - r 2

. _ sinr COST sinr

J2 (T) - r - '7’2 3 '

cosT sinr cosT sinr

] = —6 —15 + 15

]3(7) r r2 73 74 )

. sinr cosT sinr CcosST sinr

gulr)y = . + 10 2 — 45 e 105 o + 105 .5 '
js(T) __cosr +1551r;r +105c02r _4QOSHY _945c0§)r+945511;r

r T T T T T

X Sonstiges
Volumen der n-dim Einheitskugel:
7.‘.n/2
T = ——
" T(n/241)

Oberflache der n-dim Einheitskugel:

w, = N7,



