Dreidimensionale qunantenmachanische Probleme

Zuerst die Einfiithrung des Drehimulsoperators als Erzeuger von infinitesimalen Drehungen. Betrachtet man
die Linksdrehung eines Objektes (also die aktive Sicht einer Drehung) um die x-Achse:

z 1 0 0 x
y' 0 cosa —sina y
2 0 sina cosa z

fiir einen infinitesimalen Winkel ¢, so ergibt das:

/ / !/
r=x, Y =yY—€z, =z ==z-+e€y.

Aus

(") = o'y, 2) = dlx,y —ez, 2+ ey)
[1—6,26 + eyd, | ¢(7)

- (i)

folgt der zugehorige Drehimpulsoperator

R (e)=1+ %elm
l, = ih(20,—y0,)
v e
+ = ﬁ(z(@m + z'(?y) - (:c +1iy)0,

l
l_
Wobei [ definiert sind als [, =1, + ly.

Eine Drehung um einen Winkel ¢ erhalt man daraus durch Taylorentwicklung der gedrehten Funktion
nach dem Winkel. Man erhélt so:

_ iy
R(¢,7) = exp (qbﬁn . lop)
Wobei 7 die Drehachse angibt, um die aktiv nach links gedreht wird. Obwohl eine formale &hnlichkeit
zwischen diesem Drehoperator und der darstellung einer Drehung durch die Cayley-Klein Parameter:

Q = exp(inic - (¢/2))

besteht sind dies doch zwei vollig unterschiedliche Dinge. Der oben dargestellte Drehimpulsoperator wirkt
auf eine Wellenfunktion und ist ein Differentialoperator. Die Matrix () verwendet man um Matrizen P zu
transformieren, die Punkten im 3-dim Raum entsprechen.

Nun zu einigen Kommutatorrelationen:

(l.1,] = 1, und zyklisch
L =0

[lz’ l:l:] = j:hlzl:

[0, 1] = 2nl,

Drehimpulsoperatoren in Kugelkoordinaten

Die Transforamtion von Kugelkoordinaten in Carthesische Koordinaten ist gegeben durch:
r=rsinfcos¢, y=rsinfsing 2z =rcosb

Die Funktionaldeterminante dieser Transformation:

dz sinfcos¢p cosfcos¢p —sing dr
dy | = | sinflsin¢g cosfsin¢ cos ¢ rdf
dz cos 6 —sinf 0 rsin 0d¢



Ein kleiner Einschub dariiber, warum diese Transformation zwischen orthonormierten Einheitsvektoren
vermittelt: Berechnet man den Maftensor D} D,, so ist dieser diagonal Df D, = diag(1,?,r? sin? 6).
Das bedeutet erstens, daf§ die drei Basisvektoren €, €, €, senkrecht aufeinander stehen, da der Mafitensor
diagonal ist, und dafl die Betrage der drei Basisvektoren gebenen sind durch 1, 7, r sin 8, da die Matrixelemente
des Mafitensors die Skalarprodukte <é’i, €; > sind, wobei ¢, j aus der Menge {r, 0, ¢} sind.

Da die Tranformation O zwischen orthonormierten Einheitsvektoren vermittelt ist sie eine Orthogonale
Tranfsformation und es gilt:

oo0"=1 o t'=0"T

Daher ergibt OT die Riicktransformation:

dr sinfcos¢ sinfsing cos 6 dz
rdé = | cosfcos¢p cosfsing —sinf dy
rsin 0d¢ —sing cos ¢ 0 dz

Hieraus kann man die partiellen Ableitungen nach der Kettenregel bestimmen:

or . 00 0o

J.=—0 —0 —0
roox T + oz 0 + dzr ¢
Somit erhalt man fiir die Drehimpulsoperatoren deren Darstellung in Kugelkoordinaten:
l, = fma(b
Iy = heF? (£9y+icotdd,)
2, = =1 (505100, + 5502)
A = Lgg29 — UelW’ _ g2y 35 (ea/m)

Dabei ergab sich lgp aus der Darstellung lgp =11 +012-nl,.

Eigenfunktionen

Im Zusammenhang mit der Laplacegleichung sind die Kugelfunktionen Y, als Losungen des Eigenwertprob-
lems fiir den sphérischen Laplaceoperator flgp / h? bekannt:

lgpyvlm = h2l(l + 1)Yim

Wobei die Kugelfunktionen Y;,,, definiert sind durch:

I+1/2 (1 —m)! ;
Y™ = (—1)™ +1/ (7m)Pm(cos Ne™? —1<m <
! o (I4+m)!'!

1— z?)m/2 lerm
ST

P"(z) = ( -Db firm>0

B ) = (1) G R )

Weiter kann man leicht zeigen, dafl gilt:
d.h. die Kugelfunktionen sind simultane Eigenfunktionen zum Quadrat des Drehimpulsoperators und zum

z-Drehimpulsoperator! Die Kugelfunktionen bilden ein vONS. Damit kann man nun das Zentralkraftproblem
16sen.



Zentralkraftproblem

Den Hamiltonoperator des Zentralkraftproblems in Schwerpunktsystem

h2
== A+ V()

schreiben wir in Kugelkoordinaten um:

H= h” 62+26 + Loy +V(r)
o\ " T 2ur? "

Im betrachteten System sind alle Richtungen gleichberechtigt. Dies wird als Isotropie bezeichnet. Dies

Isotropie wird durch die Eigenschaft des Hamilton-Operators

[H,1,,] =0  Drehinvarianz

ausgedriickt. Hieraus folgt sofort, dafl die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators auch Eigenfunktionen
zum Quadrat des Drehimpulsoperators und Eigenfunktionen zum z-Drehimpulsoperator sein miissen. Wir
konnen also den Separationsansatz

50(7’5 95 ¢) =% (T)}/lm (95 ¢)

machen. Man erhélt so

I ) B2+ 1)
|:ﬂ <8T + ;8T) + W + V(T) — E:| gﬁl(T) =0

Substituiert man in diese Gleichung u,(r) = r¢;(r), so gelangt man zu

h? A2 R4 1)
-+ ——+V(r)—F =0
it s V) - B| )
Schreibt man die Energie £ um in £ = h2k52/2,u, so erhéilt man die Gleichung:

{ d? N I(1+1) N 2uV(r)

72 3 o kQ} u(r)=0
Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation von ¢; und u; ergibt sich aus:
oy (r)Pridr = Juy[dr
ist die Wahrscheinlichkeit des Teilchens sich im Intervall [r,r 4+ dr] aufzuhalten.
Einschub tiber die sphérische Grundlosung der Wellengleichung
Sieht man sich die freie Wellengleichung an
V) — C%afw =0
und fithrt beziiglich der Zeit eine Fouriertransformation durch:
B(E, 1) =€ (7, w)e " do,
so geht die freie Wellengleichung in die freie Helmholtzgleichung iiber:
(V? = £2)9(7,w) =0

wobei hier kK = —iw/c und k = w/c ist. Lost man diese Gleichung in Kugelkoordinaten, so Separiert die
Losung in einen Winkel- und einen Radialanteil

D(F,w) =Y fi(r)Y3n(0,9)
L,m



und der Radialanteil geniigt der radialen Differentialgleichung

W+ 1)] £(r) = 0.

r2

2
[63 + =0, +k* -
r
Mit der Substitution w;(r) = rf;(r) erhalten wir:

a2 i+ o,
(W— 2 +k:)ul(r):0

Mit der dimensionslosen Grofle z = kr geht diese Gleichung in

<d—2 Ay +1) w(z) = 0

dz? 22
iiber. Dies ist die radiale Differentialgleichung der freien Wellengleichung. Die Losungen sind weiter unten

angegeben. Es sind die sphéarische Besselfunktionen. Nun ist in der Quantenmechanik die freie zeitun-
abhangige Schrodingergleichung

2
2
—Z—V%:Ew = (V2+k?) ¢ =0mit k> = h—’;E
1

von der selben Gestalt wie die freie Helmholtzgleichung, so dafl dessen Losungen dieselben sind.

Verhalten am Ursprung
Bevor wir spezielle Potentiale betrachten wollen wir uns das Verhalten der Losung fiir » — 0 und » — oo
ansehen. Wir beschrénken uns auf Potentiale fiir die gilt:
2V (r) =0
Dann dominiert der Zentrifugalterm fiir » — 0, also

e (l+1)

l r2

u; ~ 0

Die Lésung dieser Gleichung ist von der Form u; = ¢ - r* mit

[+1
k(k—1)—1(l+1)=0, = k{ +l
Der obere Fall heifit reguldre Losung, der untere irregulare. Die irreguldre kommt fiir den Bereich des
Ursprungs nicht in Frage, da sonst dort die kinetische Energie (E,,, ) undenlich grof§ wird. Die reguldre

20+2

Losung geht fiir r — 0 wie [y;|? o< r gegen null. Der Faktor % wird durch den Zentrifugalterm verursacht,

der die Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ursprung unterdriickt.
Speziell kurzreichweitige Potentiale, die der Bedingung

rV(r) =30
geniigen. Fiir diese erhalten wir die Gleichung
W+ k2 ~0
dessen Losung durch
{ exp(£rr) fiir k2 <0

exp(Fikr) fir k2 >0
Dies ist das asymptotische Verhalten der Wellenfunktion fiir kurzreichweitige Potentiale.

Kastenpotential

Zuerst betrachten wir den Fall des konstanten Potentials



In der radialen Gleichung setzen wir

B2 k2
E-V,=
2p
ein und erhalten
2 I(+1)
(W— 2 + k2 u,(r) =0

Mit der dimensionslosen Grofie z = kr geht diese Gleichung in

(d—2 _ety) +1) wy(z) = 0

dz? 22
iiber. Diese Gleichung hat die reguldre Losung

w(z) = 2ji(2) = 21 (—1i)l

zdz

und die irregulare Losung

l
1
w(z) = 2y (z) = (——i)

zdz z
Diese Funktionen heiflen spharische Besselfunktionen. Die Bezeichnung regular und irregulér kennzeichnen
ihr Verhalten am Ursprung:

. z—0 2ll!Zl
220 S0F

! (20 +1)!
0 —(20)!

Y = St
2N 1+1
In Analogie zu den Linearkombinationen exp(=£iz) = cosz =+ isin z fithrt man die sphérischen Hankelfunk-
tionen hl(l) und hl(Q) ein:
hz(l) =Ji Ty hz@) =gy = hz(l)*
Fiir das asymptotische Verhalten gilt:
(1 r—oo ;a1 €XpikT) exp(i(kr — lm/2))
bt (kr) "= (i) = =

und

, A 4 n® L sin(kr — In/2)
gi(kr) = = 9 LS o




Gebundene Zustande im Kasten

Die gebundenen Zustdnde im Kasten konnen in FLIESSBACH Quantenmechanik auf S.189 nachgeschlagen
werden. Hier sind keine exakten Losungen der Quantenzahlen k,; mehr moglich.

Enwicklung der Ebenen welle nach Kugelfunktionen
Da

3i(kr)Yy,, (0, ¢) und y, (kr)Yy,,, (0, ¢)

Losungen zur selben Differentialgleichung in unterschiedlichen Koordinatensystemen ausgedriickt sind, muf}

_ { exp(ik7)

sich jede spezielle Losung als Linearkombination der jeweils anderen Losungsform ausdriicken lassen.
Dazu verwendne wir die Vollstandigkeitsrelation der Kugelfunktionen:

(o' l
SN V0,6, (0.6) = 6(cos 8 — cos8)3(¢ — )

=0 m=—1

Mit Hilfe dieser Relation schreiben wir die ebene Welle um:

ezkr — ezkr cos 6

1 2
= / dcost’ / d¢'§(cos 0’ — cos0)d(¢" — ¢) exp(ikrcosd’)
1 0

1 2m
= Z Y (6,0) / dcos®’ / d¢'Y,,, (¢, ¢") exp(ikr cos ')
I -1 0

mit [ d¢’ exp(im¢’) = 276,,, und Y}y = /(2] + 1)/47 P, erhilt man:
) 20+1
exp(ikr cosd) = ; TPZ (cos 0)I;(r)

mit
1
I(r) = / dcos 6 P)(cos ") exp(ikr cos ")
-1
Setzten wir nun diese Losung wieder in die DGL ein, so erhalten wir

2+ 1 2 24 0+1
Z;Pl(cosg){ d i+
2

= k*| I,(r) =0

drz = rdr r2 + } ()

Da die Legendre-Polynome orthogonal sind, so ist diese Entwicklung nach den P, eindeutig 777... Also miissen

die I, die Radialgleichung einzeln 16sen, d.h. I,(r) = cj,(kr). Die Konstante kann zu 2i’ bestimmt werden.
exp(ikz) = exp(ikrcos0) = Y (21 + 1)i' P)(cos 0)j,(kr)

1=0



Streuung an einem Potential
Der einfallende Teilchenstrahl wird durch die ebene Welle

Vi = Aexp(ikz)

beschrieben. Dabei ist |A|? die (Wahrscheinlichkeits-) Dichte der Teilchen pro dz Einheit im einfallenden
Strahl. Die Stromdichte Berechnet sich wie folgt: In der klassichen Mechnik ist die Stromdichte j gegeben
durch

. L1
J=p-v=—pp
m
Der Ubergang zur Quantenmechanik erfolgt durch die kanonische Quantisierung:
p—=p=I[) (] p—p

Da es hier auf die Reihenfolge der beiden Operatoren ankommt mufl dieser Ausdruck noch symmetrisiert
werden, so dafl man schliellich:

11

J= 5 0h+ 8 = 2 (L) (91 +19) (015 = 2 (1) (9] +19) (56

erhélt, wobei bei der letzten Umformung die Hermitezitat des Operators p ausgenutzt wurde. Wendet man
diesen Operator auf die Einfallende Welle an, so erhéalt man:

- 11 11
2

Fuin = 30uin = =3 (150) (g +10) (5o ) = - (WF| @) (o] +1E | 0) (1) = 0|42

Wobei ich in der letzten Zeile in die Ortsdarstellung gewechselt bin. Jede Losung der Schrodingergleichung

m?2

kann im Bereich verschwindenen Potentials aus den Funktionen hl(l)Ylm und hl(2)Y aufgebaut werden.

lm

Asymptotisch gilt

141 exp(ikr) v
kr lm(97 ¢)

und hl(2) x — exp(—ikr). Daher entspricht hl(l) einer einlaufenden Welle und hl(Q) einer auslaufenden Welle

WD (k)Y (0, 6) = (i)

(was man auch am Vorzeichen der Stromdichten erkennen kann, die fiir hl(l) positiv und fiir hl(Q) negativ ist).
Da die Gestreuten Teilchen von ihrem Streuzentrum aus nur nach auflen laufen kommt fiir deren Beschreibung
nur hl(l)(kr)Ylm (0,¢) in Frage. Die asymptotische Streuwelle ¢, kann daher als Uberlagerung der obigen
asymptotischen Funktionen geschrieben werden:

Pstr = Af(@, ®)

k &ndert sich hierbei zwischen einlaufender und auslaufender Welle nicht, da wir uns im Schwerpunktsystem
befinden. Den Faktor A haben wir aus der Streuamplitude f(6, ¢) herausgezogen um spéter vereinfachen zu
konnen. Der betrag der Stromdichte der gestreuten Welle ergibt sich also zu:

Bk, fB0P R
Jstr = _|<Pstr| - 92
m

expi@'kzr) (r — o0)

VA2

72 m| |

Die Versuchsanordnung impliziert, da8 die gesuchte Losung asymptotisch aus den beiden Anteilen ¢,
und ¢, aufgebaut ist.

(7)== A(exp(ikz) + f(0,¢) )
Fiir radialsymmetrisches Potential ist die Versuchsanordnung symmetrisch beziiglich Drehungen um die z-
Achse, so daB8 f nur noch von 6 abhéngen wird. Fiir das Flidchenelement r2d(2 fiithrt j,,, zum Teilchenstrom

exp(ikr)
r

getreute Teilchen
Zeit

hk
= jstTTQdQ = _|A|2|f(9)|2dQ
m



Das Verhiltnis j,,,7%/j,;, bezeichnen wir als differentiellen Wirkungsquerschnitt:

do

- _ NE

=15
Bei der Stromberechnung der des Stromes, der in einem Detektor gemessen wird gibt es interferenzen zwischen
der einlaufenden und der auslaufenden Stromdichte. Man kann jedoch zeigen, daf sie fiir r — oo keine Rolle

mehr spielen.
Der (totale) Wirkungsquerschnitt o gibt die effektive Flache an, an der die Teilchen gestreut werden.

Partialwellenzerlegung

Bei der Streuung an einem sphérischen Potential ist der Drehimpuls erhalten. Es ist daher sinnvoll, die
Wellenfunktionen nach Drehimpulsen zu zerlegen. Die einzelnen Partialwellen sind dann voneinander un-
abhangig. Bei niedriger Streuenergie tragen oft nur wenige Partialwellen zum Wirkungsquerschnitt bei. Von
nun an setzen wir A = 1, da diese Konstante aus allen interessanten Groien herausfillt.

Da die Wellenfunktion die freie Wellengleichung fiir » > R (R die Reichweite des Potentials) erfiillen muf}
ist die Streulosung darstellbar als??7?...:

o 1 e’}
. 2041
Par = D > ap, M (kr)Y),,(0,6) = Zlealhl( ) (kr) P, (cos 6)
=0 m=-1 =0

Der letzte Schritt ist nur zuldssig fiir sphérisch symmetrische Potentiale. ¢ setzt sich aber aus einlaufender
ebener Welle und auslaufender Welle zusammen, so dafl man fiir ¢ erhélt:

o(r) =i (20 + 1) (jl(k:r) + %hl(l)(kr)) P,(cosd) (r>R)

Fiir r — oo gilt:

7Z,exp[i(k7l;; lm/2)] i) — sin(krk—r Im/2)

Setzt man dies in obige Gleichung ein erhilt man die asymptotische Losung:

hl(l)(kr) —

ote) = Soor vy (RO ool /) o
1=0
= Z it 221;1;: ((1 4 a;) expli(kr — lm/2)] — exp[—i(kr — I7/2)]) P,(cos )
1=0

Die Streumatrix S}, ist definiert als Quotient aus auslaufender Amplitude mit Drehimpuls I’ durch ein-
laufender Amplitude mit Drehimpuls [. Da wir hier einen Prozess mit Drehimpulserhaltung betrachten hat
die Matrix S nur Diagonalelemente

S =1+q
Auflerdem folgt aus der Drehimpulserhaltung, dafl in jeder einzelnen Partialwelle der einlaufende Strom
gleich dem auslaufenden Strom sein muf}, d.h.
° °

. hk . hk
|jein| = Ehpein = |jaus| = Ehpaus

= |exp[—i(kr —In/2)]| = |(1 4+ a;) expli(kr — I7/2)]] = |5 =1

oder
S, = exp(2i9,(k)) mit — g <0 < g

mit der rellen Streuphase d;.



Fiir r — oo gilt also nun, was wir oben schon festgestellt haben:

o = £(0) 2T

r

und die Darstellung der Streuldsung als:

= J204+1 rooo = 2041 1 exp(ikr)
Gopr = Zlealhl( )(k:r)Pl(cos 0) — Zzl SRS T P,(cos0)
1=0 1=0

Also kann die Streuamplitude f(0) geschrieben werden als:
1 o0
f) = 2k ;(21 + 1)a; P(cos )

1 o0
=7 Z (21 4 1) exp(id,) sin(d;) P, (cos )
1=0

Mit hilfe von
! 2
dx P, (x)P, = —0,
/_1 x Py (x) P (x) 21
erhalt man fiir den Wirkungsquerschnitt o:

1
U:QW/ deosd |f(0)2 = g (20 + 1) sin2 4,
-1

1=0
Auflerdem kann durch Einsetzen von P,(1) = 1 sofort gezeigt werden, daf das optische Theorem gilt:

k
(@3 — —
Smf(@=0)= yp
Klassisch entspricht der Drehimpuls [7 einem Stofiparameter b = [h/p wobei p = lik der Impuls ist. Bei
einem Potential der endlichen Reichweite R werden Teilchen mit b > R nicht mehr gestreut. Dies bedeutet
quantenmechanisch, daff nur die Partialwellen mit

1<y~ kR
zum Wirkungsquerschnitt beitragen. Die Vernachlassigung der hoheren Partialwellen bedeutet
O, =0firl—1I[;>1

Fiir hinreichend niedrige Energien kann die Berechnung einiger weniger Streuphasen geniigen; fir kR < 1
ragt nur die Partialwelle mit [ = 0 bei.

Fiir ein Potential endlicher Reichweite R und fiir [, > 1 koénnen wir eine obere Grenze o,, .. fiir den
totalen Wirkungsquerschnitt angeben:

lo 2
Z (20 +1) (l +1)2 ~4n % ~ATR® = 0,0, = 4000m
1=0

Fiir viele Potentiale endlicher Reichweite R kommt der Hauptbeitrag zum differentiellen Wirkungsquer-
schnitt vom Drehimpuls /. Dies liegt an dem Gewichtsfaktor 2/ +1 in den /[-Summen. Dieser Faktor ist eine
Folge davon, dafl die Ringflache, die dem Drehimpuls (I & 1/2)% im einfallenden Strahl entspricht, immer
grofier wird.



Wenn der Drehimpuls [/, den dominierenden Beitrag ergibt, dann ist die Winkelverteilung nédherungsweise

druch

do 9
oo [P (cos)

gegeben. Zu dem angefiihrten Grund fiir eine mogliche Dominanz von [, kommt noch hinzu, daf die
Partialwellen mit kleinerem [ oft absorbiert werden und dann nicht zum (hier betrachteten) elastischen
Wirkungsquerschnitt beitragen.

Streuung an einer harten Kugel

Das Vorgehen sieht nun folgendermaflen aus: Man 16st die Schrodingergleichung im Bereich des Potentials.
Auflerhalb des Potentials mufi die Losung der Losung fiir freie Teilchen entsprechen. Die Streuphasen d,
ergeben sich dann aus der Anschlufibedingung beider Losungen.
Wenn nun das Potential auch noch sphérisch symmetrisch ist, so miissen, da die gesamte Anordnung
Drehsymmetrisch um die z-Achse ist, die Losungen von der Form:
o0
(p(F) = (,0(7“, 9) =
1=0

w(r)

P 0
. ) (cos 9)
sein.
Fiir die gestreute Losung im Bereich auflerhalb des Potentials setzt man fiir die Losung auslaufende
Kugelwellen an:

0o l [e%S)
2041
3037 g b )Yy, (0.6) 3 it == ayh{ (k) B (cos )
1=0 m=—1 1=0
Die Gesamte Losung fiir den Bereich auflerhalb des Potentials ist dann die Superposition der einlaufenden
ebenen Welle in z-Richtung und dieser auslaufenden Kugelwelle, wie oben gezeigt.

. . 2041
UZT(T) = 2+ 1)y + ahf) = ' = (@ + DAY + b
12041
=1

exp(i0;) exp(iél)hl(l) + eXp(—iél)hl@)}

= '(20 + 1) exp(i6,) [cos 6,4, (kr) — sin 6y, (k)]

Die Anschlufibedingung 188t sich also auf den Teil «,;(r) abwélzen. Fiir die harte Kugel mit

_ Y% (r<R)
Vi) = { 0 (r>R)
ist u; gegeben durch:
UZ(T) 714 0 (TSR)
ro cos 8,7, (kr) — sin 6,y, (kr) (r > R)
Da u; im Anschlufibereich stetig sein muf} sind die Streuphasen als Funktion von k gegeben durch:
Ji(kR)
tan g, = .
: Yy (kR)

Zum Schlufl sei noch erwiahnt, da der Wirkungsquerschnitt bei bestimmten Energien vollstindig ver-
schwinden kann. Dieser quantenmechanische Effekt, der klassisch nicht zu verstehen ist, heiit RAMSAUER-
EFFEKT. Ramsauer entdeckte 1921, dafl der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung langsamer Elektronen
( E ~0,7¢V) an Edelgasatomen ungewdohnlich klein ist. Die Edelgasatome sind dadurch ausgezeichnet, daf§
ihr Wechselwirkungspotential mit Elektronen mit dem Abstand besonders schnell abféllt. Daher kann hierfir
das Modell des Potentialkastens mit endlicher Reichweite verwendet werden.



Klassischer Wirkungsquerschnitt

Betrachtet man die Flugbahn eines Teilchens als Flachenabbildung, so gelangt man zum Begriff des (differen-
tiellen) Wirkungsquerschnitts. Ausgangssituation ist ein Streuexperiment, bei dem ein Teilchenstrahl (ideal-
isiert) aus dem unendlichen, parallel zur z-Achse auf ein Target geschossen wird. Nachdem der Streuprozess
beendet ist wird jedes Teilchen asymptotisch in eine bestimmte Raumrichtung ins unendliche weglaufen.
Betrachtet man eine Ebene parallel zur x-y-Ebene, die jedes einfallende Teilchen im negativ undenlichen
z-Bereich durchstofit, so konnen jedem Teilchen die Polarkoordinaten b, v zugeordnet werden, wobei b den
Abstand des Teilchens von der z-Achse und ¢ den dazugehorigen Polarwinkel bezeichnet. Dann sieht man
sich den ausfallenden Strahl an, wo dieser im (idealisiert) unendlichen eine Kugel mit Radius R — oo
durchstéft. So hat man erneut zwei Koordinaten, die sphéirischen Winkel 6, und ¢. Also vermittelt der
Teilchenstrahl zwischen den Ebenen koordinaten b, 1) und den Kugelflichenkoordinaten 6, ¢. Diese Abbildung
nenne ich f : E? — S2. Dabei war es oben nétig den Radius der Kugel gegen unendlich gehen zu lassen, um
den konstanten Abstand vom Ursprung der Teilchentrajektorie gegen null gehen zu lassen. Nun ist jedem
Punkt der Einfallsebene ein Punkt auf der Sphére zugeordnet. Diese Abbildung wird aber nicht immer
eindeutig umkehrbar sein. Meist wird sie nur lokal umkehrbar sein. Bezeichnen wir also die Urbildmenge
einer Umgebung V' von & (einem Punkt auf der Sphére) mit ¥, ¥, ..., ¥y mit deren Umgebungen U, :

fW) =7 flUJ=V.
Auf Uy, jedoch sei f eindeutig umkehrbar: f,;l:

N
FIVI=Us UnU =0 fir k #1
1

Wobei dei Umkehrung gegeben ist durch:
b=0.(0,9), v=v,0,¢), k=1,.,N

Als Raumwinkel Q bezeichnet man eine Fliche auf einer Kugel mit Radius R dividiert durch R2. Der
Flacheninhalt von U, ist gegeben durch:

F(Uk)//Uk d(yla?ﬁ)://bkdbkdﬂf
://ka
“J L

Nun definiert man den differentiellen Wirkungsquerschnitt als:

d6de

a(bka wk)
9(0,9)

1

sin 6

(by
(6

a awk)
®)

3

N
do($2) _ Z by (0, ¢) | O(by, ¥y.)
dQ £~ sind (0, ¢)
Und den (totalen) Wirkungsquerschnitt als:
do

Anschaulich haben diese Gréflen folgende Bedeutung: Der totale Wirkungsquerschnitt gibt die Flache des
Strahls an, der an der Streuung teilnimmt. Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist dagegen ein Umrech-
nungsfaktor von Raumwinkelelement zu Flache in der x-y-Ebene.



Handelt es sich nun um eine Streuung im Zentralpotential, so ist die gesamte Versuchsanordnung rota-
tionssymmetrisch um die z-Achse, und der differentielle Wirkungsquerschnitt (DWQ) kann nur noch von 6

abhangen. Somit erhélt man:
N

Ao () = by(0) | dby,
a0 _z::lsme o

Ein wichtiger Spezialfall hiervon ist die Rutherford-Streuung im Coulomb-Potential:
!

Es ergibt sich

b2 — (i)2 cos® /2
- \2E/ sin?0/2

2~ (i8) @i

Experimentelle Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Um Schreibarbeit zu sparen bezeichnet in diesem Abschnitt o(2) den differentiellen Wirkungsquerschnitt.

Die experimentelle Situation besteht aus einem einfallenden Teilchenstrahl mit der homogenen Stromdichte
fem und einem Detektor, der um das Streuzentrum herum die Winkelverteilung der gestreuten Teilchen
pro Zeiteinheit X(V}) mifit. Belege also der Detektor eine Flache Vi im Abstand R vom Streuzentrum.
Dieser Fliche entspricht ein Raumwinkelanteil von AQ = Vj/R?. Dieser Raumwinkelanteil entspricht im
einfallenden Strahl einer Fliche von F(f~1(AQ)):

F(f~1(AQ)) = /AQJ(Q)dQ = 0,AQ

Wobei die letzte Umformung eine Folge des Mittelwertsatzes ist. Also entspricht diese Fliche einer Teilchen-
zahl pro Zeiteinheit von

S(F(f 7 (AR) = i - 06AD
und die gesamte Gleichung liest sich wie folgt:
_ . 3(V,
D) = SEUAD) > V) = 00A2 > 00(8) =

Der Grenziibergang A2 — 0

o X(Vp) . E(VRp)R* . E(VRp)R®
Alslznio AQ a0s0 RZAQ 7\/1;g0 Vi Istr

fihrt zu

. 2
o(0) = Lt
Jein

was der Definition des quantenmechanischen Wirkungsquerschnitts entspricht!

Bornsche Naherung

Ausgangspunkt fiir die Bornsche Naherung ist die etwas umgeschriebene zeitunaghéngige Schrodingerglei-
chung:

(A + I)pl) = 5V (ol

Vergessen wir einen Augenblick lang, da§ auf der rechten Seite dieser Gleichung die gesuchte Funktion ¢(7)
auftaucht, so ist diese Gleichung die inhomogene Helmholtzgleichung mit der formalen Losung:

. I exp(ik|r — 7
P(7) = po(7) — P /dgr/ %V(F’)@(m




Wobei ¢, die homogene Losung, also ebene Wellen bezeichnet.

Setzt man fiir das Potential V() den Ansatz V (7) = V{(¥)+ AV, (¥) ein (wobei fiir unseren Spezialfall V, = 0
gilt), so wird die erhaltene Losung ¢, (7) eine Funktion des Parameters A sein und man kann diese Funktion
nach Potenzen von A entwickeln:

() = 0o (F) + Ay (7) + Moo (7) + . ...

Unsere Gleichung nimmt damit die Gestallt

(A4 E) (0 (F) + Mgy (P) + ...) = (Vo + AVi) (00 (F) + Ay (M) + ..)

an. Nimmt man z.B. auf beiden Seiten die n-te Ableitung nach A: 9% und lat A — 0 gegen null gehen, so
erkennt man, dafl diese Gleichung nun fiir jede Ordnung von A separat gelost werden kann.
In nullter Ordnung in A haben wir die Gleichung

(A +E)py = Vypy =0,
die als Losung ¢, = eXp(iEF) ebene Wellen hat. Mit dieser Losung geht man nun in die erste Ordnung
(A+ k2)‘P1 =Vigo + Vo1 = Vigg
dessen Losung gegeben ist durch:

1 3, exp(tk|F — )
pr=—p [ 4" W‘G(F’)%(?ﬂ)

wobei fiir uns V; = 2uV (7)/h? ist. Nun erhalten wir bis zur ersten Ordnung in A die Losung:

- 7 ] exp(ik|F — 7 o
o(7) = exp(ik7) — 572 /d37"/ %VNF’) exp(ikr)

Da wir diese Gleichung zur Bestimmung von Streuquerschnitten verwenden wollen spezialisieren wir ¢, =
exp(ikz) = ¢,;,, was eine auf das Target einlaufende ebene Welle darstellt. Den zweiten Summanden
identifizieren wir als iiberlagerung von Kugelwellen, die vom Target nach aulen laufen (in der Tat waren
sowohl einlaufende Kugelwellen als auch auslaufende Kugelwellen Losungen der Gleichung bis zur ersten
Ordnung gewesen, aber da uns nur auslaufende Kugelwellen interessieren habe ich auch nur diese angegeben!).
Sie hatten wir oben als ¢,,, bezeichnet.

Die Giiltigkeitsbedingung fiir diese Losung ist, dal der Losungsterm zur ersten Ordnung klein gegentiber
dem der nullten Ordnung ist. Dies kann fiir Potentiale der endlichen Reichweite R und einer stérke von der
GréBte V, so daB | [ dr V| ~ RV, umgeformt werden fiir hochenergetische Teilchen in

RV
| gpr| ~ ’;? <1, kR>1

(und ist praktisch fiir hochenergetische Teilchen immer erfiillbar). Fiir niederenergetische Teilchen ergibt sich
die Bedingung

RV
l@strl ~ M? <1, kR« 1

was bedeutet, dafl das Potential schmal und flach sein muf3!



Wirkungsquerschnitt unter Born’scher Naherung
Da wir ein kurzreichweitiges Potential voraussetzen kénnen wir

P

+O(r'"? /r?)

|F—7|=7r—
,

entwickeln und die Exponentialfunktion wird zu:
exp(ik|7 — 7|) ~ exp(ikr) exp(—ik’ - )

wobei k' = k#* definiert ist, zeigt also vom Target zum Detektor. AuBerdem setzen wir nun 1/|7 — 7| ~ 1/r
ein und erhalten:
s 7 exp(tkr
o(7) = expliFr) + (0, ) 2T

mit der Streuamplitude

1% 3./ — " IR
0,0) = — &r' V(i) exp(iqg-r') = — vV
£0.0) =51y [ @ V) expliz ) =~ LT @)
wobei ¢ = k—k gilt. Die Winkel 0, ¢ geben die Richtung von K relativ zu k an, also genau so wie wir es erwarte
wiirden, der Winkel zwischen Einfallsrichtung und Detektor. Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt gilt
somit:
do

=l = (542) W@

Bei gegebener Streuenergie ¢ = h2k? /2u sind die durch das Experiment bestimmbaren Fourierkomponen-
ten V(q) durch ¢ < 2k begrenzt. Damit sind in V(¥) nur einzelheiten aufgelost, die grofier als

Ar .. ~1/k
sind.

Einschub: Die Argumentation konnte hier wie folgt laufen: Man stellt sich ein kleines Objekt in Form einer
Gauf’schen Glockenkurve vor

f(x) = exp(—i/2a%),
dann ist dessen Fouriertransformierte (hier wird eine andere Konvention der F-Trafo verwendet also oben!)

f(&) _ W /de 6752/2‘12 —an eXp(*azf_Q/2>

wobei bei f(x) die Standardabweichung um den Ursprung a betragt und bei f(€) ist die Standardabweichung
mit 1/a gegeben. Ist das durch die Streuung zu vermessende Objekt nun von der Gréfle Ar = a > 1, so ist
die Fourier-Transformierte sehr schmal und man mufl im Experiment nur bis zu £ = 1/a < 1 messen, da
auflerhalb die F-Transformierte sowieso null ist. Also reicht eine Kugel um den Ursprung des Impulsraums mit
Radius 1/a um das Objekt im Realraum originalgetreu zu rekonstruieren. Ist dagegen Ar = a < 1, so mufl
man im Impulsraum bis zu Impulsen € ~ 1/a > 1 messen um das Objekt im Realraum zu rekonstruieren.
Also ist das Auflésungsvermogen umgekehrt proportional zum Impuls des einfallenden Teilchenstrahls was
oben agegeben wurde.



Nun noch etwas genauer betrachtet. Sei V(&) das zu untersuchende Potential. Gemessen wird aber die
Funktion x, gy V(@) = V(¢). Nun ist die Fouriertransformierte der charakteristischen Funktion der
n-dimensionalen Einheitskugel x (K, (1)) gegeben durch:

ez Tupa(l€))

f&) = —%—+
|§ln/2
was fiir die Spezialfidlle n =1 und n =3
P 2 sin|g|
n=1:  f(@)= \ﬁ :
Tl

n=3: f(

ml

)

\/? [sin|§_] _ cos |§_]]
T g e

I3
A

AuBerdem gilt fiir g(Z) = f(AT)

9(&) = Wf (3)
so daB wir nun die Fourierriicktransformation von V unter Verwendung des Faltungstheorems vornehmen
konnen:

ik el qgwx — = A\ £ —

F[V](ZE) - (27T)n/2 /dy V(‘T y)f(qmdxy)
was bedeutet, daff nur noch auf eine im Bereich Ar ~ 1/k gemittelte Funktion V(&) zurtickgeschlossen
werden kann!

Ende des Einschubs.

Fiir spharisch symmetrische Potentiale gilt

V(Q) = /dgr’ exp(—iqr’)

o) +1
= 27r/ dr’ 7”2/ dcos®' exp(—igr' cosd )V (r')
0 -1
oo 3 /
= 47T/ dr’ T,QV(T,)sm(qu ) =V (q)
0 qr

Damit wird der Wirkungsquerschnitt zu

do I 2 .
o= <2ﬁﬁ2> |V (2ksin(6/2))|?
Fiir das abgeschirmte Coulombpotential

V(r) = = exp(—r/r,)

erhalten wir so:
2

do ( 2ue /1 )
dQ  \4k2sin®(0/2) +1/r2



